
Indice

1 Teoria 4
1.1 Forme sesquilineari e prodotti scalari . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
1.2 Spazi di Hilbert . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
1.3 Sistemi ortonormali . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

2 Catalogo 13
2.1 Polinomi di Legendre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
2.2 Polinomi di Laguerre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
2.3 Polinomi di Hermite . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
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Introduzione

L’obbiettivo di questo trattato è fare una breve panoramica sulle basi di Hilbert analiz-
zando le loro proprietà fondamentali e cercando di mostrare alcune tra le numerosissime
possibilità di utilizzo cui si prestano. Le basi ortonormali trovano infatti applicazione in
molti campi della fisica, basti a ciò citare il ruolo fondamentale che esse occupano nella
fisica quantistica. Il loro utilizzo permette inoltre di studiare in maniera più semplice
problemi altrimenti complessi, come nel caso della diffrazione, o di analizzare dati spe-
rimentali, come nel caso dello studio della radiazione di fondo misurata con Wmap, da
cui si sono ricavate attraverso l’utilizzo delle armoniche sferiche importanti informazioni
riguardo la struttura dell’universo. L’utilizzo delle basi di Hilbert non è però limitato
alla fisica; esse vengono infatti utilizzate anche per effettuare la tomografia di statue e
opere d’arte, per produrre illuminazioni realistiche nei videogiochi o per comprimere file
video, audio e immagini. Data l’estrema versatilità e ampiezza dell’argomento trattato,
la nostra esposizione difficilmente riuscirà ad essere esaustiva e completa, ma tenterà
tuttavia di introdurre per grandi linee quello che è uno strumento molto potente per
risolvere problemi pertinenti la fisica e ad altri campi.

Nella prima parte della trattazione vengono introdotte brevemente le basi hilbertiane
e vengono enunciati alcuni teoremi fondamentali su cui si basa la teoria degli spazi di
Hilbert. Lo scopo di questa sezione è semplicemente quello di presentare alcuni strumenti
matematici e le basi teoriche per affrontare in maniera più appropriata le parti successive.
Per questo motivo alcune dimostrazioni e approfondimenti verranno omessi, anche se
cercheremo di non venire meno al rigore matematico e alla precisione delle enunciazioni.

Nella seconda parte del trattato vengono brevemente descritte le basi hilbertiane
più utilizzate nella fisica, cercando di descriverne brevemente le proprietà fondamentali
mantenendo però la trattazione essenziale e non troppo dispersiva.

Nella terza e più ampia sezione vengono infine descritte alcune delle molteplici pos-
sibilità di utilizzo cui le basi ortonormali si prestano, facendo riferimento alle proprietà
enunciate nelle sezioni precedenti. Si è cercato di selezionare esempi il più possibile la-
terali e non strettamente legati alla fisica, per mostrare l’estrema versatilità di questo
strumento e cercare di metterne in mostra le diverse proprietà. Si spazierà perciò at-
traverso vari ambiti e a volte per completezza della trattazione verranno approfondite
tematiche non propriamente appartenenti all’ambito fisico. Ma anche in queste parti si
è tentato di non perdere il senso fisico di ciò che viene descritto e il significato che si cela
dietro l’utilizzo delle basi ortonormali per raggiungere i diversi obiettivi.
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Capitolo 1

Teoria

Lo scopo di questa prima parte è di introdurre brevemente gli spazi di Hilbert e le
basi hilbertiane, per acquisire gli strumenti necessari ad affrontare le sezioni successive.
Essendo perciò questa introduzione semplicemente propedeutica al resto della trattazione
alcune dimostrazioni e approfondimenti verranno omessi.

1.1 Forme sesquilineari e prodotti scalari

Definizione 1.1 (forma sesquilineare)

Dato E spazio vettoriale sul campo K ( K = R o C ), una applicazione

q : E× E→ K

è detta forma sesquilineare se q(x, y) è lineare in y e antilineare in x:

q(x, αy1 + βy2) = α q(x, y1) + β q(x, y2)

q(αx1 + βx2, y) = ᾱ q(x1, y) + β̄ q(x2, y)

con α e β ∈ K; x, x1, x2, y, y1, y2∈ E e dove ᾱ e β̄ denotano i complessi coniugati di α e
β.
nel caso in cui K = R l’antilinearità è sostituita dalla linearità semplice e q è detta forma
bilineare.
Una forma sesquilineare q su E è detta hermitiana se:

q(x, y) = q(y, x) ∀x, y ∈ E

Se K=R una forma hermitiana è detta simmetrica.
Una forma sesquilineare q su E è detta non degenere se:

q(x, y) = 0 ∀ y ∈ E implica che x = 0

In caso contrario è detta degenere.
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Teorema 1.1

Sia q una forma sesquilineare su E, spazio vettoriale sul campo K.

1. Sia K = C Allora

• q è completamente determinata dai suoi valori diagonali q(x,x) al variare di
x ∈ E.

• q è hermitiana se e solo se q(x,x) ∈ R ∀ x ∈ E.

2. Sia K=R. Allora se q è simmetrica è completamente determinata dai suoi valori
diagonali q(x,x) al variare di x ∈ E.

Dim:

1. La prima parte del teorema si può dimostrare direttamente dall’ identità di pola-
rizzazione

q(x, y) =
1
4

(
q(x+y, x+y)−q(x−y, x−y)− iq(x+ iy, x+ iy)+ iq(x− iy, x− iy)

)
che a sua volta può essere verificata per ogni forma sesquilineare usando le proprietà
di linearità e antilinearità.

2. La seconda parte deriva dal fatto che se q è simmetrica si ha

q(x, y) =
1
2

(
q(x+ y, x+ y)− q(x, x)− q(y, y)

)
per ogni x, y ∈ E.

Definizione 1.2 (forma sesquilineare hermitiana positiva)

Una forma sesquilineare hermitiana è detta positiva se verifica

q(x, x) ≥ 0 ∀ x ∈ E

ed è detta definita positiva se

q(x, x) > 0 ∀ x 6= 0

Teorema 1.2 (disuguaglianza di Shwarz)

Sia E uno spazio vettoriale sul campo K e q una forma sesquilineare hermitiana
positiva su E. Allora:
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(a) Vale la seguente disuguaglianza di shwarz:

|q(x, y)| ≤ q(x, x)
1
2 q(y, y)

1
2 ∀ x, y ∈ E

Se q è definita positiva vale l’uguaglianza se e solo se i vettori x e y sono l’uno
multiplo dell’altro: x = λy, λ ∈ K

(b) Vale la seguente disuguaglianza:

q(x+ y, x+ y)
1
2 ≤ q(x, x)

1
2 + q(y, y)

1
2 ∀ x, y ∈ E

Se q è definita positiva l’uguaglianza vale se e solo se i vettori x e y sono
linearmente dipendenti: x = λ y, λ ≥ 0 (assumendo y non nullo).

Definizione 1.3 (prodotto scalare)

Si definisce prodotto scalare una forma sesquilineare (hermitiana) defiita positiva.
Nel caso di uno spazio vettoriale complesso la forma è detta più propriamente pro-
dotto scalare hermitiano. Nel caso di uno spazio reale la dizione esatta è prodotto
scalare euclideo. In generale risulterà chiaro dal contesto di quale caso si tratti ed
useremo la forma semplificata di prodotto scalare.
Spesso si usa indicare il prodotto scalare di due vettori x e y mediante la notazione
〈x, y〉.
Il prodotto scalare gode dunque delle seguenti proprietà:

• 〈x, x〉 ≥ 0 ∀ x ∈ E
• 〈x, x〉 = 0 → x = 0

• 〈y, x〉 = 〈x, y〉 ∀ x, y ∈ E
• 〈x, αy〉 = α〈x, y〉 ∀ x, y ∈ E, α ∈ K
• 〈x, y1 + y2〉 = 〈x, y1〉+ 〈x, y2〉 ∀ x, y1, y2 ∈ E
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1.2 Spazi di Hilbert

Definizione 1.4 (spazio pre-hilbertiano)

Uno spazio vettoriale E su K dotato di prodotto scalare è detto pre-hilbertiano
oppure euclideo.
Come conseguenza immediata del teorema 1.2 abbiamo che se q è una forma se-
squilineare definita positiva allora q(x, x)

1
2 definisce una norma, per cui uno spa-

zio pre-hilbertiano risulta uno spazio normato con la norma indotta dal prodotto
scalare:

||x|| =
√
〈x, x〉

e la disuguaglianza di Shwarz diviene in uno spazio pre-hilbertiano:

|〈x, y〉| ≤ ||x|| ||y||

Uno spazio pre-hilbertiano risulta quindi anche uno spazio normato, metrico e to-
pologico, e sorge quindi naturale chiedersi se sia completo. Essendo il prodotto
scalare una qualsiasi forma sesquilineare hermitiana e definita positiva, la com-
pletezza non è in generale assicurata, per cui è una proprietà aggiuntiva che deve
essere eventualmente richiesta.

Definizione 1.5 (spazio di Hilbert)

Uno spazio vettoriale H è detto spazio di Hilbert se verifica le seguenti condizioni:

(a) H è uno spazio pre-hilbertiano (ovvero in H è definito un prodotto scalare)

(b) H è completo come spazio metrico con la metrica indotta dalla norma a sua
volta indotta dal prodotto scalare:

d(x, y) = ||x− y|| =
√
〈x− y, x− y〉

cioè H ha la struttura di spazio di Banach.

(c) H è a dimensione infinita (cioè per ogni n possiamo trovare n vettori linear-
mente indipendenti)

Definizione 1.6 (angolo geometrico tra vettori in uno spazio di Hilbert)

La disuguaglianza di Shwarz permette di introdurre delle nozioni di carattere geo-
metrico in uno spazio di Hilbert. Consideriamo due vettori non nulli x e y; allora
i vettori

x

||x||
e

y

||y||
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individuano due direzioni (o sottospazi unidimensionali) in tale spazio e, nel caso
di uno spazio di Hilbert reale, la disuguaglianza di Schwarz comporta che:

−1 ≤ 〈x, y〉
||x|| ||y||

≤ 1

con le uguaglianze possibili quando i due vettori sono collineari, cioè proporzionali
l’uno all’altro. Questo permette di definire l’angolo compreso tra i due vettori o,
meglio, il coseno di tale angolo:

cos(θ) =
〈x, y〉
||x|| ||y||

Effettivamente i due vettori x e y, se indipendenti, individuano una varietà lineare a
due dimensioni, cioè un piano, e la relazione definisce una valutazione dell’angolo
geometrico tra i due vettori. Con tale definizione ritroviamo la definizione di
prodotto scalare come prodotto dei moduli per il coseno dell’angolo compreso tra
i vettori:

〈x, y〉 = ||x|| ||y|| cos(θ)

Nel caso di uno spazio reale, θ rappresenta un angolo reale che può essere scelto
nell’intervallo [0, π]. Nel caso di uno spazio complesso la relazione perde di signi-
ficato (non determina un angolo complesso) ma possiamo comunque utilizzare la
quantità

|〈x, y〉|
||x|| ||y||

per definire un angolo tra le direzioni dei due vettori.

Definizione 1.7 (vettori ortogonali)

Due vettori sono detti ortogonali se è nullo il loro prodotto scalare.

x ⊥ y ⇔ 〈x, y〉 = 0
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1.3 Sistemi ortonormali

Definizione 1.8 (vettori ortonormali)

Un insieme di vettori {xα}α∈A appartenenti ad uno spazio di Hilbert H è detto un
sistema ortonormale se ∀ α, β ∈ A i vettori soddisfano la relazione

〈xα, xβ〉 =
[

1 α = β
0 α 6= β

(1.1)

Notiamo che nella definizione l’insieme degli indici A è arbitrario, e non è detto
che sia numerabile, perciò la definizione rimane valida anche per famiglie di vettori
dipendenti da un parametro continuo. In ogni caso un sistema ortonormale di
vettori risulta linearmente indipendente. Infatti, se consideriamo una combinazione
lineare finita nulla di vettori del sistema:

N∑
j=1

cjxαj = 0 cj ∈ C

moltiplicando scalarmente per i vettori xαk , k= 1,....,N, otteniamo l’annullarsi dei
coefficienti:

0 = 〈 xαk ,
N∑
j=1

cjxαj 〉 =
N∑
j=1

cj〈xαk , xαj 〉 = ck

Lemma 1.1

Sia {xα}α∈A un sistema ortonormale numerabile in uno spazio di Hilbert H, allora
la serie ∑

α∈A
cαxα

è convergente se e solo se ∑
α∈A
|cα|2 < ∞

e in questo caso
||
∑
α∈A

cαxα||2 =
∑
α∈A
|cα|2

Quando c’è la convergenza la somma della serie
∑

α∈A cαxα non dipende dall’ordine
dei termini.

Teorema 1.3 (Disuguaglianza di Bessel)
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Sia {xα}α∈A un sistema ortonormale (non necessariamente numerabile) in uno
spazio di Hilbert H e sia x ∈ H. Allora i numeri 〈xα, x〉 sono non nulli al più per
una infinità numerabile di indici α e vale la disuguaglianza di Bessel:∑

α

|〈xα, x〉|2 ≤ ||x||2

dove la somma è estesa all’infinità numerabile di valori dell’indice α per cui 〈xα, x〉 6=
0.

Inoltre la serie ∑
α∈A

xα〈xα, x〉

(sempre con le medesime restrizioni sugli indici della somma) risulta convergente e
indipendente dall’ordine dei termini non nulli, e converge alla proiezione ortogonale
di x sulla chiusura del sottospazio generato dal sistema {xα}.

Definizione 1.9 (Base hilbertiana)

Un sistema ortonormale in uno spazio di Hilbert H è detto completo se è massimale,
cioè se non può essere esteso con l’aggiunta di ulteriori vettori. In questo caso esso viene
detto anche base hilbertiana oppure base ortonormale.

L’utilità delle basi hilbertiane è espressa dal seguente teorema che fornisce sostanzial-
mente delle definizioni equivalenti di base di Hilbert:

Teorema 1.4

Sia {xα}α∈A un sistema ortonormale in uno spazio di Hilbert H. Allora le seguenti
affermazioni sono equivalenti:

(a) {xα}α∈A è una base ortonormale.

(b) Il sistema ortonormale genera tutto H, nel senso che:

(L({xα}, α ∈ A))− = H

(c) Ogni vettore x ∈ H può essere decomposto medianta la relazione:

x =
∑
α

〈xα, x〉 xα

dove la somma è estesa ai valori di α (al più numerabili) per cui si ha 〈xα, x〉 6=
0.
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(d) Per ogni x ∈ H vale la seguente relazione di Parseval:

||x||2 =
∑
α

|〈xα, x〉|2

dove la somma, come nel caso precedente, risulta estesa al più ad una infinità
numerabile di termini non nulli.

(e) Per ogni x, y ∈ H vale la seguente relazione di completezza (e con le medesime
convenzioni sulla somma) :∑

α

〈x, xα〉〈xα, y〉 = 〈x, y〉

Ci possiamo porre il problema dell’esistenza delle basi hilbertiane. A tale proposito pos-
siamo utilizzare il lemma di Zorn per dimostrare l’esistenza di una base per un qualsiasi
spazio vettoriale, ottenendo quindi il risultato che ogni spazio di Hilbert ammette una
base ortonormale.

Nel caso di spazi vettoriali a dimensioni finite abbiamo anche l’importante risultato che
due basi contengono lo stesso numero di vettori. Questo risultato può essere esteso anche
alle basi hilbertiane a dimensione infinita. Si ha cioè che una base ortonormale non può
essere più grande di un’altra. Il confronto è effettuato stabilendo una corrispondenza
iniettiva e suriettiva tra le due basi, che risulta alquanto laboriosa dovendo valere anche
con basi non numerabili ma che permette di affermare che tutte le basi di uno spazio di
Hilbert hanno la stessa cardinalità.

In molte situazioni si ha a disposizione un insieme numerabile di vettori che generano
un sottospazio di uno spazio di Hilbert e può sorgere la necessità di costruire un sistema
ortonormale che generi il medesimo sottospazio, ottenendone cos̀ı una base ortonormale.
Esiste a tale scopo un procedimento standard chiamato metodo di ortonormalizzazione
di Gram-Schmidt:

Teorema 1.5 (Metodo di ortonormalizzazione di Gram-Schmidt)

Sia data una successione di vettori {xj}∞j=1 (quindi un insieme numerabile) in uno spazio
di Hilbert H. Allora esiste un sistema ortonormale numerabile {yk}∞k=1 tale che:

(a) Ogni vettore xn è combinazione lineare dei vettori y1, y2, ...yn, con n= 1,2,3...

(b) Il sottospazio generato dai vettori xj coincide col sottospazio generato dai
vettori yk:

L({xj}) = L({yk})
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Dim : Eliminiamo dapprima dalla successione x1, ..., xn, ... i vettori che dipendono li-
nearmente dai precedenti, per cui restano i vettori xn1 , ...., xnk , ...(nk ≥ k) linearmente
indipendenti tra loro (una sottosuccessione della successione originale). Consideriamo
ora la seguente costruzione:

u1 = xn1 y1 = u1
||u1||

u2 = xn2 − 〈y1, xn2〉 y1 y2 = u2
||u2||

. .

. .

. .

uk = xnk −
k−1∑
j=1

〈yj , xnk〉 yj yk = uk
||uk||

Risulta evidente che i vettori y1, y2, ... sono ortogonali tra loro ed essendo normalizzati
formano un sistema ortonormale. Inoltre ogni vettore xnk risulta combinazione lineare di
y1, y2, ..., yk da cui la validità della prima affermazione ricordando che nk ≥ k. Possiamo
poi notare che il sottospazio generato da xn1 , xn2 , ..., xnk coincide con il sottospazio
generato da y1, y2, ..., yk per ogni k, per cui

L({xn}) = L({xnk}) = L({yj})
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Capitolo 2

Catalogo

Nella sezione che segue vengono analizzate brevemente le basi hilbertiane di maggiore
rilevanza nella fisica e le loro fondamentali proprietà.

2.1 Polinomi di Legendre

I polinomi di Legendeer sono una base ortonormale numerabile dello spazio di Hilbert
L2[−1, 1]. Sono cos̀ı chiamati in onore del matematico Adrien-Marie Legendre e rappre-
sentano le soluzioni dell’equazione differenziale omonima:

d

dx

[(
1− x2

) d

dx
P (x)

]
+ n (n+ 1)P (x) = 0

Sono polinomi definiti sull’intervallo −1 ≤ x ≤ 1 ortogonali rispetto al prodotto in L2:

〈Pm, Pn〉 =
∫ 1

−1
dx Pm(x)Pn(x) =

2
2n+ 1

δmn

I polinomi di Legendre possono essere ottenuti tramite il procedimento di ortogonalizza-
zione di Gram - Schmidt applicato alla successione polinomiale {1, x, x2, ...}, e possono
inoltre essere espressi mediante una formula alla Rodrigues:

Pn(x) = (2nn!)−1 d
n

dxn
[(
x2 − 1

)n]
Elenco dei polinomi di Legendre fino all’ordine 5:
P0 = 1
P1 = x
P2 = 3x2−1

2

P3 = 5x3−3x
2
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P4 = 35x4−30x2+3
8

P5 = 63x5−70x3+15x
8

Figura 2.1: Grafico che rappresenta i polinomi di Legendre fino all’ordine 5
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2.2 Polinomi di Laguerre

I polinomi di Laguerre sono una base ortonormale numerabile dello spazio di Hilbert
L2[0,∞] definito secondo il prodotto scalare con funzione peso dµ = e−xdx e sono
cos̀ı chiamati in onore del matematico francese Edmond Nicolas Laguerre (1834-1886).
Sono polinomi definiti sull’intervallo 0 ≤ x < ∞ ortogonali rispetto al prodotto in L2

con funzione peso dµ = e−xdx:

〈Lm, Ln〉 =
∫ ∞

0
dxLm(x)Ln(x)e−x

Essi possono essere costruiti con una espressione alla Rodrigues:

Ln(x) =
ex

n!
dn

dxn
(e−xxn)

o, in alternativa, possono essere ottenuti applicando il procedimento di ortogonaliz-
zazione di Gram - Schmidt alla successione 1, x, x2, x3. . utilizzando come misura
dµ = dx e−x.
Elenco dei polinomi di Laguerre fino all’ordine 3:
L0 = 1
L1 = −x+ 1
L2 = 1

2x
2 − 2x+ 1

L3 = −x3+9x2−18x+6
6

Figura 2.2: Grafico che rappresenta i polinomi di Laguerre fino all’ordine 5
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2.3 Polinomi di Hermite

I polinomi di Hermite sono una base ortonormale numerabile dello spazio di Hilbert
L2[−∞,∞] definito secondo il prodotto scalare con funzione peso dµ = e−x

2
dx; sono

polinomi speciali cos̀ı chiamati in onore del matematico francese Charles Hermite.
Tali polinomi soddisfano l’equazione differenziale di Hermite:

H
′′
n(x)− xH ′n(x) + nHn(x) = 0

Sono polinomi definiti sull’intervallo −∞ < x <∞ ortogonali rispetto al prodotto in L2

con funzione peso dµ = e−x
2
dx:

〈Hm, Hn〉 =
∫ ∞
−∞

dxHm(x)Hn(x)e−x
2

Essi possono essere deiniti con una espressione alla Rodrigues:

Hn(x) = (−1)nex
2 dn

dxn
e−

x2

2

o attraverso la regola di ricorrenza:

Hn+1(x) = xHn(x)−H ′n(x)

o, in alternativa, possono essere ottenuti applicando il procedimento di ortogonalizzazio-
ne di Gram - Schmidt alla successione 1, x, x2, x3. .utilizzando come misura dµ = dx e−x

2

Elenco dei polinomi di Hermite fino all’ordine 3:
H0 = 1
H1 = 2x
H2 = 4x2 − 2
H3 = 8x3 − 12x

Inoltre le funzioni e
−x2

2
Hn(x) possono essere considerati autofunzioni della trasformata di

Fourier con autovalori (±i)n

Fourier

(
e
−x2

2
Hn(x)

)
= (±i)ne

−x2
2
Hn(x)
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2.4 Polinomi di C̆ebys̆ëv

I polinomi di C̆ebys̆ëv sono una base ortonormale numerabile dello spazio di Hilbert
L2[−1, 1] definito secondo il prodotto scalare con funzione peso dµ = dx√

1−x2
; tali polinomi

traggono il loro nome dal matematico russo Pafnutij L’vovic̆ C̆ebys̆ëv, che li studiò come
soluzioni polinomiali dell’equazione differenziale anch’essa detta di C̆ebys̆ëv:

(1− x2)y
′′ − xy′ + n2y = 0

Sono polinomi definiti sull’intervallo −1 ≤ x ≤ 1 ortogonali rispetto al prodotto in L2

con funzione peso dµ = dx√
1−x2

〈Tm, Tn〉 =
∫ 1

−1

dx√
1− x2

Tm(x)Tn(x)

Essi possono essere definiti attraverso una relazione di ricorrenza:

Tn+1(x)
def
= 2xTn(x)− Tn− 1(x)

Un’altra possibile definizione di tali polinomi è la seguente:

Tn(cos(θ))
def
= cos(nθ)

coerente con l’ortogonalità:

〈Tm, Tn〉 =
∫ 1

−1

dx√
1− x2

Tm(x)Tn(x) =
∫ π

0
cos(mθ)cos(nθ)dθ = 0 ∀m 6= n

Questi sono i polinomi di C̆ebys̆ëv fino all’ordine 9:
T0 = 1
T1 = x
T2 = 2x2 − 1
T3 = 4x3 − 3x
T4 = 8x4 − 8x2 + 1
T5 = 16x5 − 20x3 + 5x
T6 = 32x6 − 48x4 + 18x2 − 1
T7 = 64x7 − 112x5 + 56x3 − 7x
T8 = 128x8 − 256x6 + 160x4 − 32x2 + 1
T9 = 256x9 − 576x7 + 432x5 − 120x3 + 9
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Figura 2.3: Grafico che rappresenta i polinomi di C̆ebys̆ëv fino all’ordine 5

2.5 Polinomi di Jacobi

I polinomi di Jacobi costituiscono una successione di polinomi ortogonali a due parametri.
Il loro nome deriva dal matematico tedesco Carl Jacobi (1804-1851). Tali polinomi sono
soluzioni polinomiali dell’equazione differenziale di Jacobi e sono definiti esplicitamente
come:

Pn(α, β)(z)
def
=

1
2n
∑
k=0

n

(
n+ a

k

)(
n+ β

n− k

)
(z − 1)n−k(z + 1)k

Sono polinomi definiti sull’intervallo −1 ≤ x ≤ 1 ortogonali rispetto al prodotto in L2

con funzione peso dµ = dx(1− x)α(1 + x)β

〈Pm, Pn〉 =
∫ 1

−1
dx(1− x)α(1 + x)βPm(x)(α,β)(x)Pn(x)(α,β)(x) = 0 se m 6= n

Questi sono i polinomi di Jacobi fino all’ordine 2:
P0(x)(α,β) = 1
P1(x)(α,β) = 1

2 [2(α+ 1) + (α+ β + 2)(z − 1)]
P2(x)(α,β) = 1

8 [4(α+1)(α+2)+4(α+β+3)(α+2)(z−1)+(α+β+3)(α+β+4)(z−1)2]

Inoltre, al variare di α e β, possono coincidere con altri polinomi ortogonali:

• Per α = β = 0 si riducono ai polinomi di Legendre.

• Per α = β = -1
2 si riducono ai polinomi di C̆ebys̆ëv.

• Per α = β si riducono ai polinomi di Gegenbauer:
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2.6 Onde piane

Le onde piane sono funzioni dipendenti da un parametro continuo, definite sull’intervallo
−∞ < x <∞ e formalmente ortogonali rispetto al prodotto in L2:

〈Pm, Pn〉 =
∫ ∞
−∞

dx Pm(x)Pn(x) = δ(m−n)

Le onde piane sono definite come:

Pn(x)
def
=

1√
2π
einx =

1√
2π

cos(nx) + i
1√
2π

sen(nx)

Si può vedere che tali funzioni non appartengono ad L2[−∞,∞] in quanto non sono
quadrato sommabili. Nonostante ciò vengono ampiamente utilizzate nella fisica e il loro
ruolo è spesso fondamentale. Nella parte seguente verranno approfondite alcune loro
possibilità di utilizzo.
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2.7 Delta di Dirac

La delta è una distribuzione a supporto compatto ed è stata definita per la prima volta
da Dirac attraverso la relazione:∫ ∞

−∞
f(x)δ(x)dx

def
= f(0)

Se definiamo δxo(x) come δ(xo − x) ne risulta che le δxo(x) sono distribuzioni definite
sull’intervallo −∞ < x <∞ e ortogonali rispetto al prodotto scalare:

〈δxo(x), δx1(x)〉 =
∫ ∞
−∞

δxo(x)δx1(x)dx = δ(xo−x1)

La delta può essere inoltre ottenuta con la relazione:

δxo(x) =
1

2π

∫ ∞
−∞

eik(x−xo)dk

e gode delle seguenti proprietà:

• Traslazione ∫ ∞
−∞

δ(xo − x)f(x)dx = f(xo)

• Riscalamento
δ(ax) =

1
|a|
δ(x)

• Parità
δ(−x) = δ(x)

• Prodotto con una funzione

δ(xo − x)f(x) = δ(xo − x)f(xo)

Nonostante le δxo(x) non rappresentino delle funzioni e non possano perciò essere consi-
derate una base hilbertiana, il loro ruolo nella fisica è fondamentale, anche perchè pos-
sono essere interpretate come la base standard in cui normalmente esprimiamo qualsiasi
funzione.
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2.8 Armoniche sferiche

Le armoniche sferiche sono un insieme ortonormale di soluzioni dell’equazione di Laplace
in coordinate sferiche e descrivono funzioni complesse continue e limitate delle variabili
angolari θ e φ.
Le armoniche sferiche sono definite esplicitamente come:

Y m
l (θ, φ) = (−1)m

(
(2l + 1)(l − |m|)!

4π(l + |m|)!

) 1
2

(1− x2)
|m|
2
d|m|Pl(x)
dx|m|

(cos(θ))eimφ

con la condizione che |m| ≤ l e dove Pl(x) rappresentano i polinomi di Legendre.

Le armoniche sferiche possono inoltre essere considerate una base ortonormale dello
spazio di hilbert L2(sfera bidimensionale).

Di seguito sono riportate le armoniche sferiche relative a l=0 e l=1:

Y 0
0 (θ, φ) = 1

2
√
π

Y −1
1 (θ, φ) =

√
3

2
√

2π
e−iφsen(θ)

Y 0
1 (θ, φ) =

√
3

2
√
π
cos(θ)

Y 1
1 (θ, φ) = −

√
3

2
√

2π
e+iφsen(θ)

Figura 2.4: Parte reale relativa ai primi 5 ordini di armoniche sferiche. in verde valori
positivi, in rosso valori negativi
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Capitolo 3

utilizzi

In questa ultima sezione analizzeremo alcuni possibili utilizzi delle basi ortonormali.
Cercheremo di focalizzare l’attenzione su ambiti trasversali e il più diversificati possibile
per far risaltare l’estrema versatilità di tali strumenti pur cercando di mantenere nella
trattazione il senso fisico di ciò che viene descritto. In alcune parti della trattazione
verranno approfonditi argomenti non strettamente legati alla fisica ma ritenuti utili ai
fini della completezza.

3.1 Armoniche sferiche per l’illuminazione

3.1.1 Introduzione

L’illuminazione attraverso le armoniche sferiche (SH lighting) è una tecnica per il calcolo
in tempo reale dell’illuminazione di oggetti 3d a partire da sorgenti di luce non puntiformi
che si basa sull’utilizzo delle armoniche sferiche come base ortonormale della sfera . E’
stata introdotta per la prima volta in un articolo al Siggraph 2002 da Sloan, Kautz and
Snyder ed è ora utilizzata in molti giochi per X-box 360 e Playstation3. Di seguito viene
descritta tale tecnica nei suoi concetti fondamentali tralasciando gli aspetti più tecnici
e non interessanti ai nostri fini.

3.1.2 Diffuse Unshadowed Transfer

Ogni oggetto 3d che vogliamo disegnare è rappresentato da una mesh e da delle texture.
La mesh può essere considerata come una superficie che definisce la forma del nostro
oggetto; essa è costituita da un insieme di punti dello spazio (vertici) memorizzati attra-
verso le loro coordinate in un sistema di riferimento assoluto e che, presi tre per volta,
definiscono dei triangoli che ricoprono interamente l’oggetto. Ad ogni triangolo viene poi
associata una texture, una immagine che viene disegnata su di esso nel momento in cui
l’oggetto viene rappresentato. Per raffigurare gli oggetti in maniera opportuna, perciò,
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è necessario sapere quanto ogni punto sia illuminato, per sapere quanto luminosa debba
essere resa ciascuna texture. Poichè per ora ci occupiamo unicamente della luce diffusa
dalla superficie dell’oggetto, il nostro obiettivo è quello di sapere in che modo un fascio
di luce proveniente da una certa direzione illumina ciascun punto della nostra superficie.

Si può dimostrare, attraverso passaggi geometrici, che la superficie viene illuminata
in maniera proporzionale all’intensità della luce incidente e al prodotto scalare tra la
direzione della luce e la normale della superficie.

Perciò costruiamo la funzione G(θ, φ), espressa in coordinate polari canoniche:

G(θ′, φ′) = cos(θ′) se θ′ > π; altrimenti = 0

dove θ′ è l’angolo rispetto la normale della superficie del nostro oggetto nel punto, e ruo-
tiamo poi tale funzione per averla espressa in un sistema di coordinate polari assoluto.

Otteniamo cos̀ı una funzione degli angoli θ e φ che, utilizzando le armoniche sferiche
Y m
l (θ, φ) come base ortonormale, descriviamo attraverso un vettore di coefficienti

Cml =
∫
s
f(s)Y m

l (s)ds

Effettuiamo la medesima operazione per ogni punto di cui vogliamo conoscere l’illumi-
nazione, in modo da associare ad ogni punto il rispettivo vettore Cml che lo descrive.

Dopo aver fatto ciò possiamo applicare il medesimo procedimento alla sorgente luminosa
considerandola come una funzione sulla sfera del cielo e descriverla sempre attraverso un
vettore di coefficienti relativi alle armoniche sferiche Lml .

A questo punto, se vogliamo conoscere l’illuminazione di un punto del nostro oggetto,
sarà sufficiente fare il prodotto scalare tra il vettore Cml che descrive il nostro vertice e
quello Lml che descrive la sorgente luminosa.

Illuminazione =
∑
l,m

Cml L
m
l
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e, nel caso particolare di una sorgente luminosa puntiforme proveniente dalla direzione
(θo, φo):

Illuminazione =
∑
l,m

Cml Y
m
l (θo, φo)

Questo è il risultato che si ottiene illuminando ogni oggetto attraverso questa tecnica:

Figura 3.1: render ottenuto con Diffuse Unshadowed Transfer.

3.1.3 Shadowed Diffuse Transfer

La Shadowed Diffuse Transfer rappresenta una evoluzione della tecnica fino ad ora de-
scritta che permette di raggiungere migliori livelli di realismo. Possiamo infatti notare
che nel render da noi ottenuto mancano le ombre provocate dagli oggetti (ambient oc-
clusion). Questo perchè non abbiamo tenuto conto del fatto che nella realtà un vertice
non sempre vede l’intero emisfero di cielo e perciò non sempre è illuminato dalla sorgente
luminosa. Dobbiamo perciò tenere conto di quale sia la porzione di sorgente che illu-
mina l’oggetto e perciò di quanto della sorgente sia vista dal punto che stiamo studiando.

Per ottenere questo risultato ci poniamo nel punto di vista del nostro vertice e studiamo
quanta porzione di cielo esso veda, cioè tracciamo con tecnica montecarlo dei raggi che
dal punto si prolungano all’infinito e vediamo quanti tra questi raggiungano il cielo senza
intersecare altre mesh.

Otteniamo al solito una funzione di θ e φ, che assume valore 1 nelle direzioni in cui il
punto vede il cielo e si annulla nelle direzioni in cui i raggi incontrano degli ostacoli. Tale
funzione, espressa nella base delle armoniche sferiche, viene rappresentata dal vettore
Oml . Moltiplichiamo ora ciascun termine del vettore Oml per il corrispondente termine

24



di Cml e otteniamo cos̀ı un nuovo vettore Sml che tiene conto sia del fattore geometrico
di illuminazione sia delle ombre.

Procedendo ora all’illuminazione della scena come fatto in precedenza questo è il risultato
che otteniamo.

Figura 3.2: A sinistra render ottenuto con Shadowed Diffuse Transfer, a destra differenza
tra unshadowed e shadowed Diffuse Transfer.

3.1.4 Diffuse Interreflected Transfer

Possiamo ora migliorare la qualità del nostro render tenendo conto anche della luce dif-
fusa da altri oggetti verso il punto da noi studiato (Interreflected Transfer).

Per fare ciò, dopo aver calcolato per ogni punto A il vettore di armoniche sferiche come
sopra descritto, per ogni punto B visibile dal nostro vertice A si procede nel modo
seguente:

• Si moltiplica il vettore di armoniche sferiche del punto B per la albedo della
superficie che diffonde.

• Si moltiplica tale vettore per il prodotto scalare tra la congiungente di B ed A
(C(Bi, A)) e la normale della superficie in B: in questo modo teniamo conto
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del fatto che B diffonde maggiormente in direzione della propria normale in
maniera analoga a quanto visto per l’illuminazione in precedenza.

• Moltiplichiamo il nostro vettore per il prodotto scalare tra la congiungente di
B e A e la normale della superficie in A: in questo modo teniamo conto del
fattore geometrico di illuminazione.

• Dividiamo il vettore ottenuto per il quadrato della distanza tra B e A (D(Bi, A))
per tenere conto dell’attenuazione della luce.

• Moltiplichiamo il vettore ottenuto per una opportuna costante K e lo som-
miamo al nostro vettore originale relativo al vertice A.

Tml (A) = Sml (A)+K
∑
Bi

Albedo(Bi) cos(θ(C(Bi,A), normaleBi)) cos(θ(C(Bi,A), normaleA))
D(Bi, A)2

Sml (Bi)

Dopo aver compiuto tale processo per ogni punto visibile dal vertice A, avremo un vetto-
re SH che chiameremo Tml e che descrive la porzione di cielo vista da A in modo diretto
e diffuso.

Se ora proviamo a illuminate i nostri oggetti utilizzando le nuove armoniche sferiche
otteniamo tale risultato:
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Figura 3.3: A sinistra render ottenuto con Diffuse Interreflected Transfer. A destra
render ottenuto visualizzando la sola luce diffusa attraverso altri oggetti (interreflected).

3.1.5 Le sorgenti luminose

Come già visto la tecnica delle armoniche sferiche ci lascia ampia libertà sulla scelta
dell’illuminazione della scena, che può variare in tempo reale e assumere anche strutture
complesse (non puntiformi).

Per quanto riguarda l’illuminazione di ambienti aperti nel 1995 il CIE, la commissione
internazionale sull’illuminazione, ha rilasciato un documento in cui definisce tre sorgenti
di illuminazione standard in base alle quali vanno giudicati i progetti architettonici.

Utilizzando la convenzione sui segni sotto riportata e ponendo Lo la luminosità allo zenit
le tre sorgenti di illuminazione standard risultano:

Cielo coperto da nuvole:

L(θ, φ) = Lo
1 + 2sen(θ)

3

Cielo parzialmente nuvoloso:

L(θ, φ) = Lo

(
0.91 + 10e−3γ + 0.45cos2(γ)

) (
1− e

−0.32
cos(θ)

)
(0.91 + 10e−3S + 0.45cos2(S)) (1− e−0.32)
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Cielo sereno:

L(θ, φ) = Lo

(
0.526 + 5e−1.5γ + 0.45cos2(γ)

) (
1− e

−0.8
cos(θ)

)
(0.526 + 5e−1.5S + 0.45cos2(S)) (1− e−0.8)

Figura 3.4: Da sinistra funzioni che rappresentano rispettivamente cielo molto nuvoloso,
cielo parzialmente nuvoloso e cielo sereno.

Una tecnica invece molto utile per ricreare l’illuminazione di interni o ambienti complessi
consiste nell’immortalare l’illuminazione relativa ad un dato luogo per poi ricrearla: Per
fare ciò utilizziamo una tecnica chiamata High Dynamic Range Light Probe sviluppata
da Paul Debevec, che consiste nello scattare una foto ad una sfera di metallo per poi
ricostruire attraverso una mappa di proiezione angolare l’illuminazione dell’intera scena.

Per ricreare l’illuminazione fotografata dobbiamo effettuare la proiezione angolare attra-
verso un apposito programma chiamato HDRShop e poi trasformare la funzione che ne
otteniamo in coefficienti di armoniche sferiche con il solito procedimento.

In questo modo possiamo ricreare nella nostra scena l’illuminazione di un qualsiasi am-
biente, e ciò può risultare particolarmente utile quando si vuole fare interagire filmati o
foto reali con render al computer.
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3.1.6 Armoniche sferiche per superfici riflettenti.

Fino ad ora abbiamo considerato la possibilità di utilizzare la tecnica delle armoniche
sferiche per illuminare oggetti opachi e illuminati da sorgenti di luce variabili nel tempo.
Un utilizzo altrettanto diffuso delle armoniche sferiche consiste nello studiare l’illumina-
zione di oggetti riflettenti e illuminati da una sorgente luminosa fissata.

In questo caso il procedimento rimane il medesimo, con l’unica differenza che si studia
la luce vista dall’osservatore in funzione del suo punto di osservazione e non quella
diffusa in funzione della posizione della sorgente luminosa. In questo modo, con alcuni
accorgimenti, si possono ottenere risultati come questo:

Molto interessante sarebbe la prospettiva di ottenere illuminazioni che variano in fun-
zione della posizione sia dell’osservatore che della sorgente luminosa. Per ottenere ciò,
però, non sono più sufficienti le armoniche sferiche ma serve una base ortonormale delle
funzioni che dipendono da quattro angoli (θ, θ′, φ, φ′). Questo richiederebbe troppa
memoria e non può essere realizzato sui calcolatori attuali.

3.1.7 Esempi

Naturalmente il vettore Tml non potrà contenere infiniti elementi, come sarebbe necessa-
rio essendo la base di armoniche sferiche composta da infinite funzioni, e questo produce
una perdita di informazioni che si traduce in imprecisioni nel nostro render finale. Perciò,
a seconda della nostra necessità di precisione e delle nostre capacità di calcolo, scegliere-
mo il numero di coefficienti di armoniche sferiche da utilizzare. Di seguito sono riportati
i risultati ottenuti utilizzando un diverso numero di coefficienti per mostrare come vari
la qualità del risultato.
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Figura 3.5: In alto a sinistra: 0 ordini di armoniche sferiche (1 coefficiente); in alto a
destra: 3 ordini di armoniche sferiche (16 coefficienti); in basso a sinistra: 6 ordini di
armoniche sferiche (49 coefficienti); in basso a destra: 8 ordini di armoniche sferiche (81
coefficienti)
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Figura 3.6: Immagini provenienti dal programma NUME sviluppato insieme a Francesco
Rossi per il Cineca come progetto di tirocinio. Questi render sono stati ottenuti da Fran-
cesco utilizzando la tecnica delle armoniche sferiche. (Ringrazio il Cineca per l’utilizzo
dei modelli di Bologna medievale)
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3.1.8 Considerazioni

Come si può dedurre dal procedimento utilizzato per il calcolo dei coefficienti Tml , poichè i
coefficienti dipendono dalle posizioni reciproche degli oggetti nella scena una condizione
necessaria per l’utilizzo della tecnica delle SH è che la scena da illuminare rimanga
immobile nel tempo.
Il processo di calcolo dei nostri vettori Tml (V ) avviene attraverso tecniche montecarlo e di
raytracing e, a seconda della complessità della nostra scena e del livello di precisione che
richiediamo al nostro render, può richiedere parecchio tempo, spesso alcune ore. Il grande
vantaggio nell’utilizzo delle armoniche sferiche è che tali calcoli vengono eseguiti una sola
volta mentre altrimenti sarebbe necessario eseguirli ogni volta che la sorgente luminosa si
modifica. Con questa tecnica, una volta che ogni vertice della nostra scena ha associato il
proprio vettore di coefficienti, il calcolo dell’illuminazione globale può avvenire in tempo
reale attraverso un semplice prodotto scalare tra vettori e con risultati altrimenti molto
difficili da ottenere. Tale tecnica permette inoltre di far variare nel tempo l’illuminazione
della nostra scena e di farlo con continuità senza la necessità di molti calcoli.
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3.2 Emissione di sincrotrone

La radiazione di sincrotrone è la radiazione elettromagnetica emessa da una particel-
la carica ultrarelativistica, solitamente un elettrone, costretta da un campo magnetico
a muoversi lungo un’elica cilindrica. In questa parte utilizzeremo la base ortogonale
composta dalle onde piane per analizzare lo spettro in frequenza di tale emissione. In
particolare utilizzeremo la trasformata di Fourier per ottenere la distribuzione in fre-
quenze della radiazione osservata partendo dal suo andamento nel tempo.

3.2.1 Studio del modello semplificato

Approssimando il moto elicoidale dell’elettrone a un moto circolare su un piano perpen-
dicolare alle linee di campo magnetico, valgono le seguenti relazioni:

P = mγv

P ′ =
e

c
~v × ~b

ωl =
eB

mcγ

ρ =
v

ωl

dove P= quantità di moto dell’elettrone; m=massa dell’elettrone; e = carica elettrone;
c = velocità della luce nel vuoto; v = proiezione della velocità dell’elettrone sul piano
in cui avviene il moto; b = campo magnetico; ωl = frequenza di Larmor dell’orbita
dell’elettrone; γ = fattore di Lorenz; ρ = raggio dell’orbita dell’elettrone.

Per effetto dell’aberrazione relativistica, metà della radiazione emessa dall’elettrone è
concentrata in un cono di angolo θ = arctan ( 1

γ ) attorno alla direzione di moto della
particella.
Possiamo perciò considerare un osservatore appartenente al piano del moto e studiare la
quantità di radiazione osservata in funzione del tempo E(t).

Per semplicità approssimiamo la nostra funzione E(t) con un’ onda quadra periodica
[approssimazione 1] di durata t, periodo T e altezza Eo che arbitrariamente centriamo
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nell’origine dei tempi.

Per semplificare i calcoli mandiamo T all’infinito [approssimazione 2] ottenendo cos̀ı
un’onda quadra non periodica. Valuteremo in seguito quali differenze tali approssima-
zioni portino ai nostri risultati.

Possiamo calcolare la durata t della nostra onda quadra facendo la differenza tra il
tempo impiegato dall’elettrone a percorrere l’arco di circonferenza relativo all’angolo 2θ
e il tempo necessario alla radiazione per percorrere la corda corrispondente. Essendo la
particella relativistica poniamo v = c e essendo γ � 1 sviluppiamo con Taylor sen(θ)
per θ piccoli.

t = te − tc

=
2ρθ
v
− ρsen(2θ)

c

=
2ρθ
v
− 2ρθ

c
+

8ρθ3

6c
+O(θ5)

∼=
4ρθ3

3c

Poichè ora conosciamo l’andamento della quantità di radiazione osservata in funzione
del tempo E(t), possiamo farne la trasformata di Fourier e ottenere cos̀ı lo spettro in
frequenze della radiazione di sincrotrone:

F (ω) =
1

2π

∫ ∞
−∞

e−iωt
′
E(t′)dt′

=
Eo

2π

∫ t
2

− t
2

e−iωt
′
dt′

=
Eo

2π
e−iω

t
2 − eiω

t
2

−iω

=
Eo

π

sen(ω t
2)

ω

= K t
sen(ω t

2)
ω t

2

(3.1)

da cui possiamo ottenere

S(ω) ∝ F (ω)2 ∝ senc2
(
ω
t

2

)
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dove S(ω) è l’intensità della radiazione osservata in funzione della pulsazione men-
tre F (ω) è l’ampiezza delle onde elettromagnetiche sempre in funzione della pulsazio-
ne. Ovviamente dobbiamo considerare solo le pulsazioni positive, in quanto una onda
elettromagnetica con pulsazione negativa non ha significato.

Se ora vogliamo studiare il primo minimo di emissione, cioè la minima frequenza νmax
alla quale l’emissione diviene nulla, poniamo

ωmax
t

2
= π

da cui
ωmax =

2π
t

e
νmax =

1
t
∼=

3c
4ρθ3

utilizzando ora la relazione 1
γ = tan(θ) ∼= θ se θ piccolo otteniamo

νmax ∼=
3cγ3

4ρ

in accordo con i dati sperimentali.

3.2.2 Valutazione delle approssimazioni utilizzate

Possiamo ora rimuovere una alla volta le approssimazioni assunte in precedenza e vedere
quali modifiche comportino ai nostri risultati.

Se non applichiamo l’approssimazione [1] di E(t) come onda quadra periodica e studiamo
il vero andamento della radiazione nel tempo (E1(t)), facendone la trasformata di Fourier
otteniamo una funzione F1(ω) che si annulla per pulsazioni ω > ωmax e che presenta
un massimo alla frequenza

ωo =
ωmax
4π
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Figura 3.7: grafico rappresentante la funzione F(ω) ottenuta rimuovendo l’approssima-
zione [1], e cioè il vero spettro di emissione di sincrotrone: sull’asse delle ordinate ω

ωmax
,

sull’asse delle ascisse F (ω) normalizzata a uno.

Rimuovendo invece l’approssimazione [2] e considerando perciò una funzione periodica
di periodo T, quando ne facciamo la trasformata di Fourier otteniamo:

F2(ω) =
1
T

∞∑
n=0

δ(ω − 2πn
T

) F (
2πn
T

)

come si può dimostrare utilizzando la formula di sommazione di Poisson:

∞∑
−∞

f(x+ na) =
1
a

∑
Kn

Fourier(f)(Kn)e
iKnx dove Kn =

2π
a
n

Sapendo inoltre che

T =
2π
ωl

otteniamo un valore ∆ω = 2π
T � ωmax = 2π

t in quanto t� T e perciò risulta che le delta
sono talmente vicine tra loro da poter essere difficilmente distinte, soprattutto nel caso
di sincrotrone prodotto da sorgenti astronomiche che interferisce con il gas intergalattico
e viene prodotto da elettroni che possiedono uno spettro di energie.
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Figura 3.8: grafico rappresentante le funzioni F(ω) e E(t) ottenute rimuovendo
l’approssimazione [2]

Possiamo ora studiare cosa accade se l’osservatore si sta allontanando dalla sorgente con
velocità vo.

Dalle formule derivanti dalla relatività ristretta si può mostrare che

t′ =
√
c+ vo
c− vo

t

da cui

ν ′max =
1
t′

=
√
c− vo
c+ vo

νmax

in accordo con le formule di trasformazione delle frequenze di onde elettromagnetiche
per effeto doppler.

3.2.3 Considerazioni

Con questo procedimento, se pure in maniera alquanto approssimativa, abbiamo potuto
studiare un fenomeno come l’emissione di sincrotrone sfruttando le basi ortonormali.
Quello che abbiamo fatto è stato scomporre la nostra funzione E(t) nella base delle onde
piane. Poi, sfruttando il fatto che ad ogni frequenza di emissione elettromagnetica può
essere associata un’onda piana della medesima frequenza, abbiamo ricavato l’intensità
osservata in funzione appunto della frequenza.
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3.3 JPEG

Le basi ortonormali vengono ampiamente utilizzate negli algoritmi di codifica e decodi-
fica di file audio, video ed immagini. Uno degli esempi più diffusi e forse più conosciuti
riguarda la codifica jpeg, che viene effettuata attraverso una trasformata discreta co-
seno (DCT). La DCT permette infatti di riorganizzare le informazioni relative ad una
porzione dell’immagine selezionando quelle fondamentali (legate a frequenze basse) e
separando quelle spesso superflue (frequenze alte) in modo da diminuire la mole di dati
da memorizzare. La DCT infatti è l’analogo discreto della trasformata di Fourier anche
se considera solo la parte reale delle funzioni studiate; essa trasforma perciò una funzio-
ne dello spazio in una delle frequenze, permettendoci di selezionare le frequenze che ci
interessano. Di seguito viene analizzato nel dettaglio come tale processo avvenga.

L’algoritmo di compressione è composto dalle seguenti fasi:

3.3.1 Lettura dell’immagine

Una immagine a colori può essere rappresentata attraverso una matrice di dimensione N x
M, dove N e M rappresentano le dimensioni dell’immagine mentre i tre livelli sovrapposti
rappresentano le tre componenti Red, Green e Blu (RGB).
Ciascun elemento della matrice contiene informazioni di luminanza, rappresentate da un
numero intero compreso tra [0,255] e perciò descritto da 8 bit.

3.3.2 Estrazione dei blocchi

Procediamo dividendo l’immagine originale in blocchi di 8x8 pixel (64 pixel).
É necessario che N ed M siano multipli di 8 e, in caso contrario, aggiungiamo tante righe
e colonne bianche quante necessario per soddisfare tale condizione.

3.3.3 Calcolo della trasformata discreta coseno (DCT)

Viene calcolata per ogni elemento del blocco la trasformata discreta coseno (DCT) cos̀ı
definita :

F (u, v)
def
=

1
2
CuCv

[
7∑

x=o

7∑
y=o

f(x, y)cos
(2x+ 1)uπ

16
cos

(2y + 1)vπ
16

]
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Cj =

{
1√
2

se j = 0
1 altrimenti

Il coefficiente con frequenza zero in entrambe le dimensioni è chiamato coefficiente DC,
mentre i restanti 63 sono chiamati coefficienti AC.

Analizziamo ora cosa succede all’informazione di un blocco 8x8 estratto da un’immagine
utilizzata come esempio.

A 0 1 2 3 4 5 6 7
0 11 16 21 25 27 27 27 27
1 16 23 25 28 31 28 28 28
2 22 27 32 25 30 28 28 28
3 31 33 34 32 32 31 31 31
4 31 33 34 32 32 31 31 31
5 33 33 33 33 32 29 29 29
6 34 34 33 35 34 29 29 29
7 34 34 33 33 35 30 30 30
B 0 1 2 3 4 5 6 7
0 235.6250 -2.8073 -9.1411 -4.1851 -0.3750 -3.1184 -1.4903 2.7734
1 -23.9174 -17.3609 -5.3178 -2.3956 -3.4929 -1.2309 0.8164 0.2551
2 -11.9060 -7.2085 -4.1668 0.9520 2.5126 -0.1775 -1.6402 -0.6298
3 -4.3656 -2.5517 -1.0140 0.1197 1.6479 1.9776 -0.5554 -2.2967
4 1.8750 -1.9223 1.1432 0.6098 -0.1250 0.8327 0.4735 -0.7429
5 -0.0606 1.3824 0.5347 -0.1134 0.3494 1.0424 0.5913 -0.1803
6 -3.5922 -0.0371 1.1098 -0.1962 -1.4467 -0.1985 1.6668 1.6578
7 -2.3359 -0.8359 -0.0301 -0.6404 -1.3320 -0.4814 0.9782 1.1988

Tabella 3.1: Valori relativi alla matrice 8x8 originale(A) e risultato della trasformata
discreta coseno(B).

Si può notare che dopo la trasformata coseno i coefficienti presentano significative diffe-
renze dallo 0 solo nella regione in cui u e v sono piccoli, cioè per frequenze basse. Questo
permetterà, nella fase successiva di quantizzazione e compressione, di ridurre notevol-
mente le dimensioni dell’immagine.
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Figura 3.9: a sinistra: matrice originale; a destra: trasformata discreta coseno

3.3.4 Quantizzazione dei coefficienti della trasformata discreta coseno

Esperimenti sulla percettività visiva hanno mostrato che alcune frequenze sono più si-
gnificative a livello visuale. Viene perciò utilizzata una tabella di valori Q(u,v) su cui
vengono pesati i coefficienti DCT ma la cui trattazione va oltre i nostri obiettivi.
I coefficienti vengono divisi ciascuno per il rispettivo valore di peso e vengono poi arro-
tondati al numero intero più vicino. Con una operazione inversa si possono poi riottenere
con approssimazione i valori originali.

F q(u, v) = IntegerRound

[
F (u, v)
Q(u, v)

]

C 0 1 2 3 4 5 6 7
0 15 0 -1 0 0 0 0 0
1 -2 -1 0 0 0 0 0 0
2 -1 -1 0 0 0 0 0 0
3 -1 0 0 0 0 0 0 0
4 0 0 0 0 0 0 0 0
5 0 0 0 0 0 0 0 0
6 0 0 0 0 0 0 0 0
7 0 0 0 0 0 0 0 0

D 0 1 2 3 4 5 6 7
0 240 0 -10 0 0 0 0 0
1 -24 -12 0 0 0 0 0 0
2 -14 -13 0 0 0 0 0 0
3 -14 0 0 0 0 0 0 0
4 0 0 0 0 0 0 0 0
5 0 0 0 0 0 0 0 0
6 0 0 0 0 0 0 0 0
7 0 0 0 0 0 0 0 0

Tabella 3.2: un esempio di quantizzazione (A) e successiva ricostruzione (B) della matrice
originale

Se moltiplichiamo la matrice di quantizzazione Q per un parametro di scalatura S, ot-
terremo una variazione sulla quantità di informazione eliminata nell’immagine. Introdu-
ciamo a tale scopo il fattore di compressione fc, compreso nel range [1, 100] assegnando
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come significato a 1 la massima perdita di informazione con una bassa qualità dell’im-
magine e a 100 il contrario, ovvero pochissima informazione scartata e un alta qualità
dell’immagine.
Il parametro di scalatura S che agisce sulla matrice Q verrà ottenuto come segue:

S =
{ 5000

fc se fc < 50
200− 2fc se fc > 50
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3.3.5 Compressione dei coefficienti quantizzati

Dopo la quantizzazione, e in preparazione per la codifica entropica, ciascun coefficiente
DC F q(0, 0)(che rappresenta la componente in continua del blocco) viene trattato se-
paratamente dagli altri coefficienti e viene codificato in modo differenziale secondo la
relazione:

F qi
′(0, 0) = F qi (0, 0)− F qi−1(0, 0)

I coefficienti vengono poi organizzati in un vettore come mostrato dalla figura (in modo
da ottenere lunghe successioni di zeri) e si procede poi ad una un’ulteriore compressione
senza perdite (loseless). Tale compressione, detta codifica entropica, è composta da due
fasi fondamentali: la prima copre la sequenza a zig-zag dei coefficienti quantizzati in
una sequenza intermedia di simboli; la seconda fase riguarda la codifica di Huffman (o
in alternativa la codifica aritmetica). Non approfondiamo tali fasi perchè non pertinenti
allo scopo di questa tesi.

3.3.6 Scrittura del File.

Il risultato della codifica entropica dei vettori, eventualmente completato con opportune
informazioni di servizio (dimensione dei blocchi, tipo di codifica entropica utilizzata,
etc.), costituisce infine il risultato della compressione dell’immagine originale.

Per quanto riguarda l’operazione di decompressione, si eseguono essenzialmente i mede-
simi passaggi ma in ordine inverso.

3.3.7 Esempio

Di seguito è riportato un esempio di compressione e decompressione di un immagine
utilizzando diversi fattori di compressione fc.

3.3.8 Considerazioni

L’idea fondamentale su cui si basa la compressione jpeg è che nella foto siano dominanti
le frequenze basse e che perciò, dopo la trasformata discreta coseno, siano significativa-
mente diversi da zero solo i primi termini della matrice mentre quasi tutti i successivi
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Figura 3.10: da sinistra: Immagine originale, fc 100%, fc 20%, fc 1%

possano essere approssimati a zero con grande guadagno in termini di spazio.

Un altro modo per esporre il medesimo concetto è considerare la rappresentazione del-
la foto nelle due diverse basi ortonormali, quella delle onde quadre e quella dei coseni,
osservando che nella seconda base la matrice di rappresentazione è più comoda da me-
morizzare.

La bassa variabilità della foto in regioni vicine tra loro viene sfruttata anche tra blocchi
8x8 adiacenti, per i quali il coefficiente DC viene memorizzato in maniera differenziale
con considerevole riduzione della grandezza di questi valori e perciò dello spazio neces-
sario per memorizzarli.

Tutto questo permette una capacità di compressione fino ad 1/50 della dimensione reale
dell’immagine, senza effetti visibili sulla qualità.

Sono stati fatti esperimenti anche dividendo le immagini in blocchi di diverse dimensioni,
in particolare 16x16, ma i risultati migliori si sono ottenuti grazie all’utilizzo di blocchi
8x8 che ormai si è affermato come standard per tutti i tipi di compressioni jpeg.

Da notare che, di per se, la trasformata discreta coseno è un processo senza perdita di
dati, e perciò completamente invertibile. Va però considerato che operiamo in virgola
mobile e perciò, a causa dei limiti intrinsechi del calcolatore, è idealmente impossibile
una compressione jpeg completamente senza perdita di dati.
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3.4 Diffrazione

Un ragionamento analogo a quello relativo all’emissione di sincrotrone può essere fatto
in questo caso per studiare il fenomeno della diffrazione. Mentre però in precedenza
abbiamo usato la trasformata di Fourier per ottenere una distribuzione in pulsazione
partendo da una funzione del tempo, in questo caso usiamo le basi ortonormali e in
particolare la trasformata di Fourier per ottenere una distribuzione in pulsazione spaziale
partendo da una funzione dello spazio. Tale procedimento verrà approfondito in questa
parte dopo una introduzione in cui il problema della diffrazione viene invece affrontato
nel modo canonico (attraverso il principio di Huygens), per mostrare l’equivalenza dei
due metodi.

Il modo più intuitivo e naturale per trattare la diffrazione di un fronte d’onda è utilizzare
il principio di Huygens, secondo il quale il fronte d’onda incidente è l’inviluppo di onde
elementari emisferiche. Sfruttando ciò e ponendoci nella condizione di diffrazione di
Fraunhofer (o da campo lontano) possiamo studiare l’andamento dell’onda diffratta in
qualunque punto dello spazio utilizzando la formula:

ψ =
∫
fenditura

i

rλ
ψ′eikrdf

dove ψ è l’ampiezza dell’onda misurata nel punto r, λ è la lunghezza dell’onda incidente,
ψ′ è l’ampiezza dell’onda incidente misurata sulla fenditura, k è la pulsazione spaziale
dell’onda incidente e dove l’integrale viene eseguito sulla superficie attraversata dall’onda
e in cui avviene il fenomeno della diffrazione.

3.4.1 Studio di una fenditura lineare attraverso Hoygens

Consideriamo il caso di una fenditura centrata in (0,0,0) e di larghezza a nel piano x
e ∞ nel piano y. Studiamo ora ψ in un punto (x,0,z) con z >> x (caso di diffrazione
di Fraunhofer) e chiamiamo (x’,y’,0) un qualsiasi punto appartenente alla superficie di
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diffrazione. Poichè, trovandoci nel caso della diffrazione di Fraunhofer, z >> (x − x′),
possiamo sostituire

r = ((x− x′)2 + y′2 + z2)
1
2 = z(1 +

(x− x′)2 + y′2

z
)

1
2 ' z +

(x− x′)2 + y′2

2z

ψ(x, z) =
iψo

zλ

∫ a
2

−a
2

∫ ∞
−∞

e
ik

»
z+

(x−x′)2+y′2
2z

–
dx′dy′

con alcuni passaggi e sfruttando il fatto che kx′2

z << 1 possiamo ottenere

ψ(x, z) = C

∫ a
2

−a
2

e
ikxx′
z dx′ = C

e
ikxa
2z − e

−ikxa
2z

ikx
z

Sostituendo ora sen(θ) = x
z , dx = zdθ ed utilizzando la formula di Eulero per il seno si

ha

ψ(θ, z) = a

[
ψo

i

λ

][
sen(kasen(θ)

2 )
kasen(θ)

2

]

I(θ, z) = Io

[
sen(kasen(θ)

2 )
kasen(θ)

2

]2

3.4.2 Studio di una fenditura lineare attraverso Fourier

Possiamo notare che la formula ottenuta altro non è che la trasformata di Fourier mo-
nodimensionale della nostra fenditura, dove a k viene sostituito ′′ksen(θ)′′.
Possiamo ora dare una interpretazione più intuitiva alle formule trovate vedendole come
un cambiamento di base.
Per fare questo ragioniamo in modo opposto, sfruttando il fatto che le equazioni dell’elet-
trodinamica sono invarianti per inversione temporale, e studiamo quali onde, incidendo
sul piano di diffrazione con diversi angoli, possono interferire in modo tale da soddisfare
le condizioni sulla fenditura.
Consideriamo infinite onde piane di ampiezza ψ(θ) incidenti sul piano di diffrazione cia-
scuna con un angolo θ e tutte con pulsazione spaziale fissata ko. La proiezione di ciascun’
onda sul piano di diffrazione sarà una nuova onda di pulsazione k′(θ) = kosen(θ) e am-
piezza ψ′(θ) = ψ(θ) sen(θ). Sappiamo che, sul piano di diffrazione, le onde interferiscono
in modo tale da annullarsi ovunque tranne che nell’intervallo [-a,a], dove la somma as-
sume un valore costante ψo.
Possiamo perciò ottenere l’ampiezza delle onde ψ′(θ) semplicemente eseguendo la tra-
sformata di Fourier della funzione che descrive la fenditura, in questo caso un onda
quadra, e poi ottenere senza difficoltà l’ampiezza ψ(θ) che una onda di pulsazione fissata
ko proveniente da un angolo θ deve possedere per generare la funzione da noi richiesta.
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ψ′(k) =
ψo

2π

∫ a
2

−a
2

eikxdx =
ψo

2π
1
ik

(
e
ika
2 − e

−ika
2

)
=
ψo

2π
a
sen(ka2 )

ka
2

Ora sostituendo k = kosen(θ) e dk = kocosθdθ = 2π
λ dθ otteniamo

ψ(θ) =
ψo a

λ

sen(k
oasen(θ)

2 )
koasen(θ)

2

Notiamo che non è necessario effettuare la correzione sull’intensità ψ′(θ) perchè l’onda
verrà successivamente studiata su un piano parallelo a quello di diffrazione e le due cor-
rezioni si compenseranno.

Appare evidente come il risultato ottenuto nel secondo modo sia coerente con l’espres-
sione derivante dalla risoluzione più canonica del problema a meno di un fattore molti-
plicativo i.

3.4.3 Studio di infinite fenditure lineari attraverso Fourier

Con il medesimo metodo di scomposizione della fenditura attraverso una base orto-
normale di onde piane possiamo studiare la diffrazione attraverso ∞ fenditure lineari
equispaziate.
Consideriamo il caso di fenditure di larghezza 2a e distanti 2d tra loro e descriviamole
come onde quadre periodiche di ampiezza 1 ed equidistanti tra loro.
Trattandosi di una funzione periodica [−d, d] possiamo scomporla attraverso una serie
di Fourier:

f(x) =
∞∑

n=−∞
Fne

inx

con

Fn
def
=

1
2π

∫ π

−π
f(x)e−inxdx =

1
2d

∫ d

−d
f(x)e−

inπ
d
xdx

Se ora ci poniamo nella condizione di d = 2a ne risulta:

Fn =
1
2
sin(πn2 )

πn
2

Si può perciò dimostrare che effettuando la trasformata di Fourier alla funzione periodica
originale otterremo la seguente distribuzione :

F (k) =
∞∑
−∞

1
2
sin(πn2 )

πn
2

δ
(
k − πn

d

)
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Poichè F (y) 6= 0 solo quando k = πn
d possiamo sostituire dk

π a n e ottenere:

F (k) =
∞∑
−∞

1
2
sin(dk2 )

dk
2

δ
(
k − πn

d

)

Ora sostituiamo k = kosen(θ) come fatto in precedenza e utilizzando dk = kocosθdθ =
2π
λ dθ otteniamo:

F (θ) =
2π
λ

∞∑
−∞

1
2
sin(dk

o

2 sen(θ))
dko

2 sen(θ)
δ
(
kosen(θ)− πn

d

)

I(θ) = Io
∞∑
−∞

[
sin(dk

o

2 sen(θ))
dko

2 sen(θ)
δ
(
kosen(θ)− πn

d

)]2

Confrontiamo ora il risultato ottenuto con questo procedimento e la formula canonica
per la diffrazione da N fenditure equispaziate:

I(θ) = Io

[
sen(dπλ sen(θ))

dπ
λ sen(θ)

]2 [
sin(2dNπ

λ sen(θ))

sen(2dπ
λ sen(θ))

]2

Appare evidente come, facendo tendere N a ∞ e sostituendo k = 2π
λ possiamo verificare

la coincidenza delle due formule in quanto:

limN→∞
sin(2dNπ

λ sen(θ))

sin(2dπ
λ sen(θ))

∝
∞∑
−∞

δ
(
kosen(θ)− πn

d

)
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Conclusioni

Dopo una breve introduzione agli spazi di Hilbert e un catalogo delle principali basi
ortonormali, abbiamo focalizzato la nostra attenzione su alcuni esemplificativi utilizzi
delle basi di Hilbert. Tali basi possono essere utilizzate per riorganizzare informazioni
e renderle adatte ad essere memorizzate in maniera ottimizzata, come abbiamo visto
nel caso della compressione jpeg e come avviene nell’archiviazione della maggior parte
dei formati audio e video. La riorganizzazione delle informazioni può inoltre servire ad
una analisi di dati sperimentali o per gestire in maniera più comoda le variabili con
cui ci troviamo a lavorare, come abbiamo visto nell’utilizzo delle armoniche sferiche per
l’illuminazione. Le basi ortonormali possono darci un accesso diretto a dati che voglia-
mo manipolare, come avviene all’interno degli equalizzatori elettronici per la musica, e
possono essere utilizzate per risolvere problemi fisici come la diffrazione o l’emissione di
sincrotrone, oltre ad essere uno strumento fondamentale in molte teorie fisiche, come ad
esempio nella fisica quantistica.

Ciò che accomuna l’utilizzo delle basi ortonormali per risolvere problemi cos̀ı diversi tra
loro è la possibilità che esse offrono di rappresentare il problema affrontato in un diverso
spazio. Le basi ortonormali permettono di modificare il nostro punto di vista spostandoci
in una dimensione più comoda per trattare il problema e da cui spesso risulta evidente
quale ne sia la soluzione. In questo modo abbiamo la possibilità di osservare il medesimo
problema da diverse prospettive, e questo ci aiuta in alcuni casi a trovare un ambiente
più naturale per trattare i sistemi studiati e da cui spesso risulta anche più facile cogliere
il significato fisico che si cela dietro ad essi.
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